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Der Stochastiker benotigt den guten Wtirfel, urn gleiche Wahrscheinlichkeiten zu er- 
zeugen. Der gute Wiirfel wird bereits in der Friihgeschichte der Stochastik ausdrticklich 
gefordert. Der schlechte Wiirfel wird hingegen sehr selten behandelt. Das Problem wird 
erstmals von Newton formuliert. Ein erster Ldsungsversuch stammt von T. Simpson aus 
dem Jahre 1740, zugleich eines der ersten Beispiele einer geometrischen Wahrscheinlich- 
keit. R. Wolf (1889) und E. Heilbronner (1984/U) gelangen auf Grund von plausiblen Hy- 
pothesen zu numerischen Resultaten, die fur die von ihnen verwendeten “schlechten Wi.ir- 
fel” die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Augenzahlen gut approximieren. o 1991 
Academic Press, Inc. 
Thefair die, a tool used by probabilists to generate uniform distributions, goes back to the 
early history of probability theory. The crooked (biased) die was introduced later by Newton 
and studied in a work of Simpson (1740) as one of the first problems in geometric probability. 
More recently, R. Wolf (1881) and E. Heilbronner (1984/85) were able, under reasonable 
assumptions, to predict the probability of simple events related to particular crooked dice. 
0 1991 Academic Press, Inc. 
La notion de de symktrique utilisee par les probabilistes pour engendrer une distribution 
uniforme, remonte aux origines de la theorie des probabilites. Le de biaise’ (pipe’) est par 
contre une idee plus tardive due a Newton et Ctudite par Simpson (1740) qui en fit l’objet 
d’un des premiers exemples de probabilite geometrique. Fondees sur des hypotheses 
raisonnables, les approches plus recentes de R. Wolf (1881) et E. Heilbronner (1984/85) 
conduisent a des formules permettant de determiner les probabilites d’evenements simples 
lies au jeu de dCs biaises particuliers. o 1991 Academic Press, Inc. 
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(1) Es dtirfte nicht erstaunen, dass es seit der Antike gute, d.h. nahezu ideale 
Wtirfel und schlechte Wiirfel gibt. Der gute Wurfel wird bekanntlich in der Sto- 
chastik immer und immer wieder als Beispiel herangezogen. Der Stochastiker 
braucht den guten Wtirfel oder die Urne, urn theoretisch oder praktisch gleiche 
Wahrscheinlichkeiten zu erzeugen-genau so wie der Geometer den Zirkel 
benotigt, urn theoretisch oder praktisch gleiche Langen zu konstruieren. 
Was indessen erstaunen mag, ist die Tatsache, dass schlechte Wurfel so selten 
behandelt worden sind. Dabei wollen wir in dieser Arbeit unter einem schlechten 
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Wiirfel ein rechtwinkliges Hexaeder verstehen, das zu einem Prisma entartet ist- 
’ ‘prismatische Wiirfel”- und bei dem eventuell der Schwerpunkt nicht mit dem 
geometrischen Mittelpunkt zusammenfallt: “inhomogene prismatische Wiirfel.” 
Er wird etwa in der mathematischen Statistik als Beispiel beim Chi-Quadrat-Test 
herangezogen, urn die Hypothese “Gleichverteilung” zu verwerfen; doch sonst 
wird er in der Regel ausdriicklich aus den Betrachtungen ausgeschlossen. Man 
findet tatsachlich bereits in der Frtihgeschichte der Stochastik-also drei bis vier 
Jahrhunderte vor Pascal und Fermat-immer wieder die explizite Forderung nach 
dem guten, dem nahezu idealen Wtirfel: 
-AZfonso el Sabio verlangt 1283 in seinem “Schachzabelbuch” (Libros de 
Acedrex, Dado et Tablas), dass sie “quadratische K&per sein mussen, welche je 
sechs Seiten besitzen, die alle von gleicher G&se sein sollen und such gleich im 
Quadrat, denn wenn es anders ware, wtirde der Wurfel nach der einen Seite nicht 
so gut fallen wie nach der andern. . .” [Alfonso el Sabio 19411; 
-der Verfasser des 1324- 1328 entstandenen ersten vollstandigen Kommen- 
tars zu Dantes Diuina Commedia, Jacopo di Giovanni della Lana, macht sich im 
Anschluss an den sechsten Gesang des Purgatorio (“Quando si parte il gioco della 
zara. . . “) Gedanken iiber moglichst vorteilhafte Prognosen der Augensummen 
der drei Wtirfel und verlangt dabei “. . . li dadi siano quadrati e ch’elli sia possi- 
bile a ciascuna faccia venire di sopra . . . ” [della Lana 1866/1867; Ineichen 1988 
bl; 
-Girolamo Cardano stellt in seinem Liber de Ludo aleae (ca. 1564) die 
deutliche Forderung auf “si alea sit iusta” [Cardano 16631; 
-Galileo Galilei (1564- 1642) definiert in seiner kurzen Abhandlung Sopra Ze 
scoperte dei dadi (Entstehungszeit nicht genau bestimmbar) den Wtirfel durch die 
Worte: “. . . un dado terminato da 6 faccie, sopra ciascuna delle quali, gettato, 
egli pub indifferentemente fermarsi” [Galilei 1936 VIII, 5921. 
(2) Die friiheste Belegstelle, die ausdriicklich die Behandlung eines schlechten 
Wfirfels fordert-namlich die eines (rechtwinkligen) Parallelepipedons, also eines 
“prismatischen Wt.irfels”- diirfte sich in einem englisch geschriebenen 
Manuskript von Newton aus den Jahren 1664-1666 finden [Newton 19671: Das 
Manuskript tragt den Titel Reasonings concerning chance; der Titel und ein Teil 
des Inhalts weisen darauf hin, dass Newton Huygens’ Werk De ratiociniis in Zudo 
aleae kennt. Newton formuliert hier die Aufgabe: “. . . if a die bee not a Regular 
body but a Parallelepipedon or otherwise unequal1 sided, it may bee found how 
much one cast is more easily gotten then another.” 
Newton gibt dazu keine Losung. Der Herausgeber dieses Manuskripts, D.T. 
Whiteside und ebenso O.B. Sheynin [1971] meinen, dass Newton “chance” 
statistisch auffasste. Hatte er also den Wert seiner “hopes or chance” empirisch 
bestimmt in diesem Falle? Man Weiss es nicht. 
(3) Der ursprtingliche Text De ratiociniis in Zudo aleae [Huygens 16571 enthalt 
die Aufgabe von Newton noch nicht. Sie erscheint aber in einer 1692 herausge- 
kommenen, durch zahlreiche Zusatze erweiterten englischen ubersetzung von 
Huygens’ Schrift Of the laws of chance, die John Arbuthnot (1667-1735) zuge- 
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schrieben wird [Todhunter 1865, K. Pearson 1978, D. R. Bellhouse 19891. Der 
ubersetzer stellt am Ende des ersten Teils seines Buches zunachst fest, dass die 
bisherigen Probleme “gZeichwahrscheinZiche Chancen” voraussetzen, dass aber 
andernfalls Fragen ganz anderer Natur auftreten w&den, “not unpleasant to 
consider”. Dann bringt er in lateinischer Fassung die oben zitierte Aufgabe, 
“leaving the solution to those who think it merits their pains”: “In Parallelipipedo 
cujus latera sunt ad invicem in ratione a, b, c: Invenire quot a vice quivis susci- 
pere potest, ut datum quodvis planum, v.g. ab jaciat.” Sheynin [1971] hat den- 
selben Text in einer spgteren englischen Ausgabe von Huygens’ Schrift festge- 
stellt, in “Of the laws of chance, or, a method of calculation of the hazards of 
game, etc. The fourth edition, Revised by John Ham; London 1738”. Auch hier 
findet sich keine Losung. 
(4) Eine L&sung, oder besser einen Losungsversuch, gibt wohl erstmals T. 
Simpson (1710-1761) in seinem Buch The Nature and laws of chance [Simpson 
17401. Bereits im Vorwort ktindet er seine Losung an: “The 27th is a problem that 
was proposed to the Public some time ago in Latin, as very difficult one, and has 
not (that I know of) be answered before.” Im Buch wird dann auf Seite 67 das 
Problem XXVII wie folgt formuliert: “In a Parallelipipedon, whose Sides are to 
one another in the Ratio of a, 6, c; To find at how many Throws one may 
undertake that any given plane, viz. ab, may arise.” Simpsons Losungsidee lasst 
sich-frei ubersetzt-so wiedergeben (Fig. 1): Dem gegebenen Parallelepipedon 
sei eine Kugel umschrieben; es sei gehalten durch eine Kraft, die am Schwerpunkt 
angreift und in Richtung der Vertikalen durch den Schwerpunkt wirkt. Diese 
Vertikale und den Schwerpunkt denken wir uns in Ruhe. Den K&per aber und die 
umschriebene Kugel wollen wir uns so bewegt denken, dass die Vertikale den 
Rand der erwahnten Seitenff ache (ab) durchlauft. ” 
Simpson fahrt dann fort: “Jetzt ist es nicht schwierig zu sehen, dass das 
Verhaltnis des Inhalts jenes Fldchenstiickes, das durch die Vertikale aus der 
Kugel herausgeschnitten wird, zur gesamten Oberflache der Kugel gleich der 
Wahrscheinlichkeit ist, dass die betrachtete Seitenflache oben zu liegen kommt.” 
FIG. 1. Das Paralfelepipedon von Simpson mit der vertikalen Geraden g durch 
Das Parallelepipedon wird urn Z so bewegt, dass g den Rand ABCD durchlguft. 
den Schwerpunkt Z. 
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FIG. 2. Wir denken uns das Parallelepipedon und die umschriebene 
Gerade g 18ngs des Randes ABCD so, dass sie immer durch Z geht. 
C 
Kugel fest und bewegen die 
Auf den folgenden Seiten berechnet Simpson dieses Verhaltnis; mit etwas 
ebener und spharischer Trigonometrie lassen sich seine ijberlegungen leicht nach- 
vollziehen und ergeben eine hiibsche Aufgabe zur Spharik [Ineichen 1988a]. Fur 
die rein geometrische Losung dieser Aufgabe ist es vorteilhaft, Kugel, Prisma und 
Schwerpunkt festzuhalten und die Gerade g so zu bewegen, dass sie den Rand 
ABCD beschreibt und dabei stets durch den Schwerpunkt 2 geht (Fig. 2). Dadurch 
schneidet g aus der Kugel ein spharisches Viereck ABCD heraus. 1st der Radius 
der Kugel 1, so finden wir fur seinen Flacheninhalt 
Z(ABCD) = 4 . arcsin 
ab 
d(a* + c*)(b* + c*) * 
Das Verhaltnis dieses Flacheninhalts zur gesamten Kugeloberflache 47~ liefert 
nach Simpson die gesuchte Wahrscheinlichkeit p, dass die Seitenflache oben zu 
liegen kommt: 
1 0 ab p = - 7T . arcsin v(a* + c*)(b* + c*)’ 
Offensichtlich gibt diese Formel zunachst richtige Resultate fur den guten Wtir- 
fel mit a = b = c oder fur eine dtinne Scheibe mit sehr kleinem, vernach- 
lassigbarem c; es wird 
p = (-!-) arcsin (k) = i bzw. p = (i) arcsin I = i. 
Allgemeinere Falle beschreibt aber diese Simpsonsche Formel sehr schlecht. 
Ziehen wir zum Vergleich Schatzwerte heran, die Heilbronner 1984/U fur eine 
ganze Serie von rechtwinkligen Parallelepipeda mit quadratischer Grundflache 
bestimmt hat. Es handelt sich dabei urn SchSitzwerte fiir die Wahrscheinlichkeit, 
dass jeweils irgendeine der beiden quadratischen Seitenflgchen des Parallelepipe- 
dons oben zu liegen kommt. Wir setzen in der Formel von Simpson a = b und 
betrachten c als Hohe; mit x := c/a wird dann 
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p = - 0 
1 
i arcsin 1; 
die Schgtzwerte von Heilbronner, die er fur jeden Wert von x in jeweils mehr als 
2000 W&fen bestimmt hat, haben wir mit 2p zu vergleichen: 
x = c/a 
Schatzwert Wahrscheinlichkeit 
nach Heilbronner nach Simpson 
02 0,974 0,823 
094 0,883 0,662 
036 0,741 0,526 
03 0,556 0,418 
170 - 0,333 
12 0,191 0,269 
1,4 0,106 0,219 
196 0,072 0,181 
Die sehr schlechte ijbereinstimmung lasst sich wohl vor allem damit erklaren, 
dass die kinetische Energie, die der Wiirfel beim Auftreffen auf den Tisch noch 
besitzen wird, und weitere physikalische Parameter iiberhaupt nicht beriicksich- 
tigt werden. K. Pearson 1978 stellt nach seinem kurzen Hinweis auf die Losungsi- 
dee von Simpson zudem ganz lakonisch die Frage: “But why take a sphere?” Ein 
instruktives Beispiel einer abwegigen Modellbildung! 
Es muss aber doch noch bemerkt werden, dass Simpson hier die gesuchte Wahrscheinlich- 
keit als eine geometrische Wahrscheinlichkeit berechnet. Und die Untersuchung von geome- 
trischen Wahrscheinlichkeiten hat gerade in jenen Jahrzehnten der Stochastik ein neues 
Gebiet erschlossen. Das erste Beispiel einer geometrischen Wahrscheinlichkeit findet man 
ebenfalls in jenem bereits erwahnten Manuskript von Newton [1967], iibrigens unmittelbar 
vor seiner Aufgabe tiber das Parallelepipedon, jedoch nicht im Zusammenhang damit. Shey- 
nin [1971] stellt fest, dass E. Halley als erster in einem 1693 publizierten Werk geometrische 
Wahrscheinlichkeiten verwendet hat; vier Jahrzehnte spater hat G.-L. L. Buffon vor der 
Pariser Academic des Sciences iiber Probleme der geometrischen Wahrscheinlichkeit vorge- 
tragen [Schneider 19881. 
(5) Im 19. Jahrhundert hat sich der Ztircher Astronom Rudolf Wolf (1816- 1893) 
wieder mit dem schlechten Wiirfel beschaftigt, nicht einfach mit einem “pris- 
matischen Wiirfel”, sondern mit einem, bei dem zudem der Schwerpunkt nicht 
mit dem geometrischen Mittelpunkt des rechtwinkligen Parallelepipedons zusam- 
menfallt. In Wolf waren nicht nur “in seltener Weise die Gaben des naturwissen- 
schaftlichen Forschers, des Historikers und des Lehrers vereinigt” (so schreibt 
Brunner 1939, einer seiner Nachfolger): Er hat such sehr umfangreiche Wiir- 
felversuche durchgeftihrt und in den Jahren 1849-1893 Beobachtungen an sicher 
iiber 320000 Wiirfen publiziert [Ineichen 1988a]; die Resultate von mehr als 80000 
Wiirfen sind einzeln protokolliert. Dabei hat er absichtlich, wie er schreibt, “ganz 
gewohnliche Wiirfel” verwendet, er stellt denn such selbst fest, dass “die ge- 
brauchten Wtirfel merklich von jenen ideellen Wiirfeln abweichen” [Wolf 18811. 
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2b 
FIGURE 3 
Prtift man etwa nach heutiger Methode die Nullhypothese “Gleichverteilung” fur 
seinen “weissen Wtirfel” und seinen “roten Wiirfel”, so erhalt man ein Chi- 
Quadrat, das gestattet, die Nullhypothese noch auf einem Signifikanzniveau von 
weniger als O,l% zu verwerfen [Ineichen 1988aJ. Wolf bleibt aber nicht bei seinen 
eben zitierten Beobachtungen stehen. Er stellt in der eben erwahnten Publikation 
fest: “Ja es geben sogar die Versuche die notigen Mittel an die Hand, die Abwei- 
chungen der gebrauchten Wiirfel von dem ideellen annahernd zu bestimmen.” Er 
misst am Wiirfel die Kantenlangen 2~2, 2b, 2c (Fig. 3): 
Weiter setzt er x = a -Aa, y = b - Ab, z = c -AC fur die unbekannten Abstande 
des Schwerpunktes von den Seitenflachen 1,2 und 3; mit wi, i = 1, . . . , 6 
bezeichnet er die Anzahlen der mit seinen Wiirfeln erhaltenen Augenzahlen 1, 2, 
3,4, 5, 6. Schliesslich definiert er durch W : = &wi : 6 den idealen Wert des guten 
Wtirfels und durch A : = (a + b + c) : 3 die mittlere halbe Kantenlange. Und nun 
prtift er nacheinander zwei durchaus plausible Hypothesen. 
Seine erste Hypothese lautet: “. . . es sei die Chance eines Wurfes zum Ab- 
stande des Schwerpunktes von der Gegenseite reziprok.” Sie fiihrt sofort auf die 
folgenden sechs Gleichungen fur die vier Unbekannten x, y, z und cx (Proportiona- 
litatsfaktor): 
CY a CY a 
Wl 
=- 
2a - x’ w2 = 2bT y9 
W3 = 2c _ z, wq = y9 w5 = y9 W6 =; O! (1) 
Die zweite Hypothese besagt, es nehme “die Chance in demselben Verhaltnis 
zu, in welchem der Abstand des Schwerpunktes von der Gegenseite abnehme 
. . . ” Sie fuhrt auf wiederum sechs Gleichungen fur die Unbekannten ha, Ab, AC 
und p (Proportionalitatsfaktor): 
Wl = W + p(A - a - ha), w2 = W + /3(A - b - Ab), 
W3 = W + p(A - c - AC), w4 = W + p(A - c + AC), (2) 
W5 = W + p(A - b + Ab), w6 = W i- p(A - a + Au). 
Wolf bestimmt dann die Unbekannten ‘ ‘nach den gewohnlichen Regeln”. 
Uberprtift man die von ihm mitgeteilten Resultate, so stellt man fest, dass er eine 
Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate durchgeftihrt hat. 
Mit diesen Werten rechnet er rtickwarts aus (1) bzw. (2) die ausgeglichenen Werte 
w/ bzw. WY aus und beurteilt die Giite der beiden Hypothesen, also die Giite der 
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FIG. 4. Die Aktiviemngsenergien A, und A2 (siehe Text): 
Es ist r := A, : A2 = (IJ%? - 1) : (m - x); dabei ist x = c/a. 
Anpassung der durch die wi gegebenen Verteilung an jene, die durch wf bzw. WY 
gegeben wird, indem er den mittleren quadratischen Fehler berechnet. Die Ergeb- 
nisse berechtigen ihn zur Aussage, dass “die erste, eine absolute Bestimmung 
beabsichtigende Hypothese nicht schlecht ist” und “die zweite, sich auf eine 
relative Bestimmvng beschrankende Hypothese, sogar in recht erfreulicher Weise 
die bei den gebrauchten Wiirfeln vorkommenden Unsicherheiten erklart und 
sotit such bestimmt’“. 
(6) Wir haben oben die von E. Heilbronner empirisch bestimmten Schatzwerte 
zum Vergteich herangezogen. E. Heilbronner 19840985 geht am Schluss seiner 
Arbeit noch kurz auf den Zusammenhang seiner empirisch bestimmten Resultate 
mit gewissen physikalischen Parametem des Problems ein. Er betrachtet unter 
anderm die ‘ ‘Aktivierungsenergie” Al , die notwendig ist, urn das Prisma von 
jener Position, da es auf einer rechteckigen Seitenflache liegt, in eine Position zu 
bringen, da es auf einer quadratischen Seite steht, und die ‘ ‘Aktivierungsenergie” 
A2 fur den umgekehrten Prozess (Fig. 4). 
Der Quotient r = Al : A2 gibt ihm eine geeignete Variable, urn seine empirisch 
gefundenen Schatzwerte durch die Werte der Funktion 
x l+(x) = exp(-ar), wobei r = (m - 1) : (m - X) 
zu approximieren, wobei a aus der Forderung bestimmt werden kann, dass fur x = 
1 (Wiirfel) such r = 1 wird und also fur den Wiirfel exp(-a * 1) = 5 sein sollte; 
somit ist a = In 3 = 1,099. Die folgende Tabelle gibt die ursprtinglichen empirisch 
bestimmten Schatzwerte und die Werte vonf(x): 
X 0,O 0,2 0,4 0,6 0,8 1,O 1,2 1,4 1,6 
Schtitzwerte 1,000 0,974 0,883 0,741 0,556 0,333 0,191 0,106 0,072 
f(x) l,ooO 0,974 0,882 0,724 0,526 0,333 0,182 0,085 0,033 
Man kann feststellen, dass fur x < 1, 4 eine recht gute Ubereinstimmung 
vorhanden ist. Doch muss man Heilbronner wohl zustimmen, wenn er schreibt: 
“In view of the complexity of the physics involved in rolling dice this agreement 
. . . is probably nothing but a fortuitous albeit amusing coincidence, which should 
be taken with a hefty pinch of salt.” 
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(7) Es dtirfte offenbar nicht einfach sein, fur einen wohldefinierten schlechten 
Wtirfel auf Grund von gewissen Anfangsbedingungen und weiterer Hypothesen 
die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen moglichen Ergebnisse zum voraus zu 
berechnen. Es scheint mir such kein Trost darin zu liegen, zum Beispiel mit R. 
von Mises 1950 zu sagen: “Die Wahrscheinlichkeit, eine Sechs zu zeigen, ist eine 
physikalische Eigenschuft eines Wtirfels, von derselben Art wie sein Gewicht, 
seine Warmedurchlassigkeit, seine elektrische Leitfahigkeit usf.” Denn ver- 
schiedene dieser andern physikalischen Eigenschaften lassen sich doch aus weni- 
gen weiteren gemessenen Parametern berechnen; ist dies wirklich bei der Wahr- 
scheinlichkeit nicht moglich, wenn wir vom Spezialfall des guten Wtifels abse- 
hen?-Es wird doch wohl nicht so sein, dass sich Mathematiker und theoretische 
Physiker nur deshalb nicht weiter mit diesem Problem beschaftigt haben, weil 
schon vor vielen Jahrhunderten verboten worden ist, schlechte Wufel zu verwen- 
den? So hat ja das Ziircher Stadtrecht bereits urn 1300 verordnet: “wer dem 
andern mit valschen wurfeln sin guot angewinnet und das erzuget wird . . . der 
sol es wider geben, das er im angewinnet und darzu also vi1 geben und der stat V 
pfunt. Were es aber ein buobe, den sol man swemmen und sol V jar von der stat 
sin . . .” (zitiert nach Tauber 1987; erztiget = mit Zeugen tiberftihren; buobe = 
notorischer Spieler; swemmen = in einem Korbe unter Wasser tauchen). 
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